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RESUMEN
En este trabajo se presenta un estudio exhaustivo de deformaciones y efectos dinámicos para el movimiento del polo
de un modelo terrestre de tipo Jeffreys-Molodenslcy (elipsoidico, rotante y perturbado; compuesto por un manto elástico y
un núcleo líquidol, suponiendo núcleo homogéneo. Se obtienen finalmente las expresiones correspondientes de las autofre-
cuencias de movimiento del polo.
ABSTRACT
In this paper we present an exhaustive study of deformations and dynamical effects for theoretical polar motion of a
complete Jeffreys-Molodensky earth model (ellipsodic, rotating and perturbed earth model composed by an elastic mantle
with a liquid core), supposing an homogeneous coreo Finally we obtain the free frequencies of polar motion.
1. INTRODUCCION
En el estudio teórico de la rotación de la Tierra,
las hipótesis que configuran el modelo tierra usado
dan lugar a unas fórmulas específicas para las auto-
frecuencias del movimiento del polo y para las am-
plitudes de las nutaciones forzadas y del movimien-
to forzado del polo. La comparación entre los
resultados previstos y los observados certifica la ca-
lidad del modelo.
En busca de modelos terrestres cada vez más rea-
listas, se puede estudiar una tierra rotante, exter-
namente perturbada, constituida por un manto
elástico elipsoidal que aloja en su interior un núcleo
líquido homogéneo sometido a un movimiento
simple propio adicional. Las ecucaciones de rota-
ción correspondientes a este modelo se pueden
plantear y resolver mediante una adecuada exten-
sión de la teoría de Poincaré, basada en las ecua-
ciones de Helmholtz del movimiento en un líquido
homogéneo.
Sobre análogas hipótesis trata un trabajo ante-
rior (Sevilla y Camacho, 1983), aunque acudiendo
a diversas simplificaciones e ignorando algunos
efectos dinámicos (efectos de marea y deformación
rotacional sobre los desplazamientos propios del
núcleo, efecto de empuje centrífugo adicional del
núcleoj, Aquí daremos un tratamiento completo
del modelo procurando considerar los diversos fe-
nómenos presentes en la dinámica de rotación. Los
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resultados numéricos finales no van a diferir sus-
tancialmente de los del trabajo previo citado. Sin
embargo, la generalización que aquí trataremos es
de carácter más riguroso e incluirá una serie de
desarrollos, planteamientos y parámetros de interés
teórico que permiten enlazar con modelos más
complejos.
En líneas generales. el desarrollo del modelo ro-
tacional contiene las ecuaciones globales de rota-
ción basadas en las ecuaciones linealizadas de
Liouville. En éstas se pueden recoger los diferentes
efectos dinámicos existentes. Para describir los efec-
tos de los desplazamientos del núcleo líquido per-
turbado han de añadirse las correspondientes ecua-
ciones que rijan sus parámerros. Dichas ecuaciones
se deducirán integrando, sobre el volumen pertur-
bado, las ecuaciones de Helmholtz, en las que susti-
tuiremos una descomposición exhaustiva de los
desplazamientos en el núcleo. El estudio de las




El modelo terrestre que consideramos está cons-
tituido por un manto elástico elipsoidal que en su
interior alberga un núcleo líquido homogéneo afec-
tado de desplazamientos internos de tipo simple.
Dicho modelo sufre deformaciones infinitesirnales,
con respecto al estado medio de equilibrio hidrostá-
tico de rotación constante fl. debidas a las varia-
ciones del vector de rotación global, a los efectos de
marea y a los desplazamientos propios internos en
el núcleo líquido.
Consideramos como ejes de referencia Ox, los de
inercia de la configuración media del manto, e
identificamos la rotación de la Tierra con la rota-
ción w = fl (m" m" I +m,) de este triedro.
Como ecuaciones generales de rotación de un
triedro ligado de alguna forma a un sistema mate-
rial consideraremos las ecuaciones de Liouville
(Munk y MacDonald. 1975), que en su forma li-
nealizada y para las dos primeras componentes, w,w,. de W. utilizando la notación de Moritz (1982) se
expresan:
A u - i(e - A) o u + i01e+ fl e +
+iOh+Ii=L
donde:
u = w, + i w, = O m, + i fl m,
e= e Il+ ien: componentes (1,3), (2,3) del ten-
sor de inercia del modelo defor-
mado,
h = h, + ih2: componentes terrestres ecuatoria-
les del vector momento angular
interno,
L = L, + i L,: ídem del par lunisolar,
A • C: momentos ecuatorial y polar de inercia
de la configuración media
El estudio y desarrollo de las ecuaciones [1] exige
el cálculo de los valores h y e correspondientes al
modelo concreto. Dado que los desplazamientos de
deformación rotacional y de marea que sufre el
manto elástico no ocasionan momento angular in-
terno (Camacho, 1983), h se reducirá al correspon-
diente a los desplazamientos en el núcleo.
3. DESCOMPOSICION DE LOS




Vamos a expresar los movimientos totales de las
partículas del núcleo deformado como suma de los
desplazamientos ú de deformación rotacional y de
marea, y los desplazamientos ¡de tipo simple en
sentido de Poincaré.
Sean x, las coordenadas terrestres habituales de
las partículas del núcleo deformado variable. Según
hemos dicho, llamaremos u, a las componentes te-
rrestres del vector desplazamiento ü = x - xo resul-
tante de las deformaciones rotacional y de marea
Los vectores posición Xo = x - ú se ajustan a un
elipsoide (el núcleo medio de referencia). Conside-
rando ahora el cambio de coordenadas:
(
X.) _ (} I ) (xo,) _ (t (x, - U,»)
x, - a Xo1 - ti (x2 - u,) ,
I I
X; e XoJ e (xJ - u,)
[2]
[1]
siendo a. a, e los semiejes del elipsoide del núcleo
de referencia, estas coordenadas x: de los puntos
del núcleo dan para el mismo forma esférica
El movimiento simple adicional en el núcleo de-
formado se corresponde con un movimiento sim-
ple (rotación global) para la esfera equivalente.
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Así pues, ha de verificarse que las componentes
dx; == X, de la velocidad relativa en las nuevas
dt
coordenadas serán:
donde wr son unos parámetros infmitesimales, que
expresaremos wr == nm', dependientes del tiempo
pero no de la posición de la partícula Tal movi-
miento es un giro global de vector velocidad ij/ en
la esfera equivalente.
Pasando, mediante [2]. a las coordenadas origi-
nales .r., las componentes de la velocidad de cual-
quier partícula del núcleo respecto a los ejes terres-
tres son:
(
X') (a X, + ti,)
:: = ::::: =
(
¿ ) (XI - UI) (u,)
M(w') ! I x,-u, + u, =
e e x,-u, u)
=(a a .: · J(} :)
a
a
pues tanto w~ como u, son infinitésimos de primer
orden.
El momento angular interno creado por los des-
plazamientos propios adicionales del núcleo (no los
de marea y rotacional, de momento angular ya
considerado global mente en las ecuaciones de
Liouville) es:
Así, por ejemplo, para la primera componente se
obtiene:
h, =wJfi (r,-f¡+x3 7) dm-
-w;ffi x.x.dm - w,-f¡ffL x, x, dm
Si llamamos e" al volumen del núcleo medio de
referencia y o e al incremento infinitesimal de vo-
lumen debido a las deformaciones, los términos an-
teriores valen:
w}fi (r, -f¡+ xi 7) dm =
== w; ffL (r, -f¡+ xi 7) dm = w; . F
w, ~ ffi x,x, dm == w,~ ffL x,x, dm +
+ w, ~ ffL x, x, dm == O
Con lo cual: h, = w~ Fy análogamente:
h, == wÍ F y h, == w, e"
que en notación compacta escribimos:
h==Fv hJ=w;e, [3]
donde:
h=h, + i h, v= w~+ iw;.
4. DESPLAZAMIENTOS ti DE
DEFORMACION ROTACIONAL
y DE MAREA
Con objeto de poder sustituirlas en las ecuaciones
del núcleo liquido, vamos a hacer un estudio particu-
lar de las componentes de los desplazamientos u cen-
trifugo (tanto general como el propio creado por la
rotación aproximada w' del núcleo) y de marea de
las partículas del medio elástico (liquido). Trata-. ati hremos de calcular las expresiones -a-'- que a-
.r,
brán de sustituirse posteriormente en las ecuaciones
de Helmholtz.
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Dado el tipo de desplazamientos que considera-
mos resulta conveniente referir los movimientos de
cada partícula a los ejes Ox.r,x, asociados a la po-
sición media (inicial) (r. O, A) de la partícula en la
forma:
siendo R, ( '), R, ( . ) matrices de rotación.
Los desplazamientos infinitesimales u se refieren
a la configuración media de equilibrio de rotación
(elipsoide). Llamaremos ahora u: a los desplaza-
mientos respecto a la estera inicial (de la cual se
obtiene la configuración de referencia aplicando la
deformación permanente o secular). Los desplaza-
mientos u:. u;, u: reflejan. por una parte. las de-
formaciones de marea y rotacional global (excep-
tuada la parte radial constante) y, por otra. la de-
formación centrífuga (no radial) asociada al movi-
miento simple de parámetros ii;'.
Los dos primeros tipos de deformaciones pueden
estudiarse a través de los potenciales perturbadores




Fig, I - Deformaciores. Configuraciones de referencia,
.Y V" (de marea) respecto a una esfera' inicial utili-
zando en la forma habitual la caracterización basa-
da en los números de Love (Melchior, 1978):
u'= H,(r) (U., + V)
'g "
, .; L; (r) a
u. - --g-- ae (U.,+. V")
,_ [,(r)
U'---g--
aa¡:: (U.,+ V,,)1sen O
Y UR• ~ vienen dados (Sevilla y Camacho. 1982)en
función de las coordenadas (r. O. A) del punto en
cuestión en la esfera inicial.
En cuanto al tercer tipo de deformaciones. éstas
requieren un tratamiento particular. En efecto. los
movimientos simples y sus posibles deformaciones
centrífugas dependen de la forma del recinto que
aloja al líquido. En estas circunstancias no pueden
utilizarse expresiones válidas para la configuración
esférica inicial (exigida para la caracterización me-
diante números de Love), para la configuración
media y para la configuración deformada en la
forma que se hace para las deformaciones de marea
y rotacional (pues dependen del potencial lunisolar
o de la rotación global y no directamente de la
forma del recinto). Por otra parte. resulta dificil
tratar estas deformaciones sobre el elipsoide medio
a través de potenciales perturbadores. El problema
es de dificil tratamiento riguroso. Aquí hemos in-
tentado soslayarlo pasando a la esfera equivalente.
En esta última. el movimiento simple se transforma
en una rotación global, para la cual podemos apli-
car el método habitual de estudio de deformaciones
rotacionales (con todavía algún punto de discu-
sión). Con esto. la problemática de que el movi-
miento simple y sus deformaciones dependan del
estado de evolución de la forma global del núcleo
se evita o. más bien, se traslada. de modo que es
ahora la transformación de coordenadas 0.-.:.-0':<
la que depende del estado del núcleo. En efecto. un
tratamiento riguroso del cambio de coordenadas
hace casi imposible encauzar el modelo rotacional
hacia otros habituales. Por ello vamos a realizar un
tratamiento aproximativo en primer orden. consi-
derando la excentricidad geométrica del núcleo,
t' = a' -:- " . como infinitésimo de primer orden.a:
Al estudiar la expresión del potencial centrifugo
observamos que el superponer pequeñas alteracio-
nes n (m .. rn., m,) al giro (O. o. n) tiene un efecto
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armónico adicional de primer orden, y de carácter




Consideremos el movimiento simple del núcleo
medio (coordenadas x.), Sobre la esfera equivalente
(coordenadas x-;) dicho movimiento se transforma
en una rotación global diferencial w' = l1m' su-
perpuesta a la rotación global. El consiguiente tér-
mino adicional del potencial rotacional en la esfera
equivalente será:
J... (x" + x" - 2 x") l1' m' - x'x' l1'm'-3 I 2 J 3 I 3 1
_ x;x;O'mí = - -}-r" O' mi (3 cos' 8' - 1)-
- r" l1' (m', cos Á' + mi sen Á') sen 8' cos 8'
donde 1, 8', Á' son coordenadas polares en la esfera
equivalente en la situación inicial no afectada de la
deformación rotacional adicional. En esta situación
podemos aplicar la caracterización de la deforma-
ción en un medio elástico (líquido) mediante núme-
ros de Love y escribir los correspondientes despla-
zamientos en la forma:
, H:(r') "IV [ lu, ==r: r 1L' - m'"3 (3 cos' 8 - 1)-
- (m', cos Á' +m, sen Á') sen 8' cos 8' ]
u;= L;g\r') r" l1' [ 2 mi sen 8' cos 8' -
- (m', cos Á' + mí sen Á') (cos- 8' - serr' 8') ]
L' (r') .
u' = --' -- r'' l1' (m' sen Á' - m' cos Á') cos 8'
A g' 1 2
donde los valores de H; (r'), L; (r') claramente no
coinciden con los de los números de Love habitua-
les del modelo, H, (r), L, (r). Ello es debido esen-
cialmente a que los números de Love habituales ca-
racterizan la deformación elástica de una configu-
ración esférica libre sometida a potencial armónico
perturbador de orden dos, mientras que en la situa-
ción del núcleo esférico equivalente la deformación
considerada, aun siendo elástica y sobre una confi-
guración esférica sometida a potencial perturbador,
muestra una menor magnitud debido a que el nú-
cleo equivalente no se halla libre, sino envuelto en
un manto elástico no perturbado que reduce la
magnitud de la deformación. Aunque el tratamien-
to es parecido, distinguiremos los valores de ambos
tipos de números de Love. Ello se reflejará incluso
en las ecuacíones fmales de rotación.
Nos interesan, sin embargo, los correspondientes
desplazamientos en coordenadas respecto a Ox;







~R'(')R'(Á{" J R,(- Á1 R,(- ') (:J~
X9
Fig. 2.-Ejes de referencia.
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o a cos 8 sen 8' ~ e sen 8 cos 8\ (:~)
asen 8 sen 8' + ecos 8 cos 8) u; I(
a cos 8' cos 8 + e sen 8' sen 8
= O
asen 8 cos 8' - ecos 8 sen 8'
pues A = A'. Y también:
x,=r sen8 cosA=ax;=ar'sen8' cos X'
x,=r sen8 senA=ax;=ar'sen8' sen A'
.r , = r cos 8 = e x; = e r' cos 8'
De donde:
A = A'
,- V sen' 8 cos' 8 "r -r ---+----a' c'-
" r ( 1, ,)= e I - "2 ~" sen 8
cos 8' = _r_ cos 8 ==
c : r'
== cos 8 ( 1 + + ~'serr' 8)
sen 8' == sen 8 . % (1 + + ~'sen' 8)
con ~'= a' ~ c' infinitésimo de primer orden"a:
En primer orden podemos expresar, además:
I r f' sen' 8
2
at: (~)
L: (r ') = . "== I;. (.!....) -- __ "_c_ J... r f' serr' 8
" e dr 2
¡( = ~ (r') = g (r) + O(~')
Reuniendo estos resultados y efectuando opera-
ciones ruede llegarse" en pnmer orden. a:
a
O
"a , ( r) r' n' [ e ,u.=-¡;¡L; "7 -g- 2-;; m, sen8 cos8-
- (m; cos A+ m, sen A) (cos' 8 - sen? 8)]
"a , ( r) r' n' ,U,=-;- L; - --(m,c- e g
- m,"cos A) cos 8
sen A-
u, == .l. H; (!.-) r' n'
a e g[- + 7 mj (3 cos' 8 - 1) -
- (m', cos A+ m; sen A) sen 8 cos 8]
Y ya que
manteniéndonos en primer orden de infinitésirnos
podemos escribir.
u, == +- L; ( ~) r'gn' [2 m; sen 8 cos 8 -
-(7 m"COSA+7 m; sen A)(COS18-Sen'8)],
u, == ~ L;(!.-) r' n'
e e g
(~c a )m', sen A --; m, cos A cos 8
"1 ,( r)" r' n' [ Iu,=-H, - -- -- nr.(3cos'8-1)-e e g 3'
- (7 m; cos A+ 7 m, sen A) sen 8 cos 8]
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En primer orden podemos añadir aditivarnente
estas deformaciones con las de marea y rotación
global citadas anteriormente.
Teniendo en cuenta que los desplazamientos u
respecto a la configuración media de referencia re-
presentan la parte variable de los desplazamientos
totales respecto a la esfera inicial, podemos escribir
las derivadas:
U,=u:= ~ H:(r) rn[-F. !(3 cos'8-1)-
- (F, cos A+ F, sen A) sen 8 cos 8-
- (M, sen 2A+ M, cos 2A) 3 sen' 8]
U.=~=! q(r) rn[F.sen8 cos8-
- (F, cos A+ F, sen A) (cos' 8 - sen' 8)-
- (M, sen 2A+ M, cos 2A) 6 sen 8 cos 8]
U,=~=~ q(r) rn[(F,SenA-
- F, cos A) cos 8-
- 2 (M, cos 2A - M, sen 2A) 3 sen 8]
donde para abreviar la escritura hemos introducido
la notación:
F, = w, - L, +!!-. w;
n(c- A) e
F, = w, - L, +!!-. Wí
n(C-A) e
(L, es aquí componente del par lunisolar) y F., M"
M, vienen dados en función de los términos m" m'j
y de términos zonales y sectoriales del potencial de
marea (Camacho, 1983). Para abreviar también, las
expresiones m (r), q (r) representan H, (r), L, (r)
-términos estáticos en terminología de Sasao, O. y
S. (l980}-- cuando multiplican a términos Iuniso-
lares o términos de rotación global y representan
..l.H' L!. \J. L' (.!...)
e '\c! e ' e
(términos dinámicos) cuando multiplican a térrni-
nos en w'.
Con objeto de obtener las derivadas del campo u
respecto a las coordenadas x., X" X,. basta aplicar
algunas propiedades (símbolos de Christoffel, deri-
vada covariante, etc.) de la geometría de las coor-
denadas asociadas a las coordenadas polares. En
general se tiene:
~=~ax, a r
a u, _ l a u, I---- ---- u.a x. r a 8 r
a u, _ I au, I------ ---- uax, rsen8 aA r ::
~=~a X, ar
~=_ au. + la x. r ----¡-¡¡- r u,
~= au. ctg8a X, rsen 8 ----;¡¡:- - -r- u,
~=~a X, a r
a u, _ a u,------a x. r a 8
.is: ; __I__ ~+..!.. u + ctg8 u
a X, r sen 8 a A r' r •
Considerando los U" u" U •• debidos a las defor-
maciones rotacionales y de marea, se obtiene:
~=~( dm(r) r+2 Hnr) r)a X, g dr
[ - F.! (3 cos' 8 - 1) -
- (F, cos A+ F, sen A) sen 8 cos 8-
- (M, sen 2A+M, COSA)3 serr' 8]
~ = ~ (m (r)- L,- (r») rax, ,g
[F. sen 8 cos 8 - (F,cos A+ F,sen A )
(cos' 8- sen' 8)-
- (M, sen 2.\.+M, cos 2.\.) 6 sen 8 cos 8]
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~ = ~ (Ir, (r) - q (r») r [(F, sen A -
B x, g
- F,cos A) cos 0-
-2(M,cos2A-M,sen2A) 3 sen O]
~ = ~ ( dL,* (r) r' + 2 q (r) r)a x, g dr
[Foseno cosO-(F,COSA+
+ F, sen A) (cos' o - serr' 0)-
- (M, sen 2A+ M, cos 2A) 6 sen O cos 01
etcétera.




+ 3 L,* (r) - H,* (r)] r Nau, a u.--a;;-a;:
con:
(
- (F, sen A - F,cos A) cosO + 2 (M, cos 2A - M,sen 2A) 3 sen O )
N= F; sen O cos O - (F, cos A+ F, sen A) (cos' O- sen' 0)-
- (M, sen 2A+ M, cos 2A) 6 sen O cos O
O
Para obtener finalmente las expresiones de ~ax,
basta tener en cuenta las relaciones [4] y las que se
obtienen derivando éstas.
Efectuando diversos cálculos puede llegarse fi-
nalmente a (Carnacho, 1983):
~-~=-~a X, a X, g
(d!;! r + 3q- Hr) [ F, sen A cos A sen' O+
+ F, (sen' O sen' A- cos' O)+
+ F; sen O cos O sen A -
- 6 sen O cos O (M, cos A - M, sen A)]
a u, a u, _ na;;- - --a;:- - - g-
(d!;! r+3Q-Hr)[F,(cos'O-
- sen' O COS' A)- F,sen A cos A sen' O+
+ F. sen O cos O cos A -
6 sen O cos O (M, sen'\ - M, cos A)] [5]
au, au, _ na;;--a;;---g-
(d!;! r+ 3 L,* - Hf)
[ - F, sen A cos A sen O+ F, cos A sen Ocos O+
+ 6 sen' O (M, cos 2A - M, sen 21..)] ,
a u, n {[ .-a-- = -- F; términos en sen A, cos A] +
x, g
+ F, r[- Hr sen' O cos' A)+
+Q (- 3 sen' O cos' O cos' A -
- cos" O cos' A - cos' O+ sen' O sen' A -
dU- sen' A) - ---- r(cos' O cos' A-
dr
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- serr' fJ cos' fJ cos' A+ cos' fJ sen' A)-
dH*- --'- r sen' fJ cos' fJ cos' A) +
dr
+ F, [términos en sen Acos A) +
+ M, [términos en cos A, cos 2A sen A,
sen2A sen A,sen2Acos A)+ M,[ )} (6)
etcétera
5. SUSTITUCION EN LAS ECUACIONES
DE HELMHOLTZ. lNTEGRACION PARA EL
VOLUMEN DEL NUCLEO DEFORMADO
lNST ANTANEO
Dado que consideramos el núcleo como un li-
quido homogéneo, aplicaremos las ecuaciones de
Helmholtz y posteriormente integraremos sobre el
volumen perturbado del núcleo, de manera análoga
a Sevilla y Camacho, 1983.
Partimos de las ecuaciones de Helmholtz en su
forma vectorial:




pecto al espacio inercial. El vector v se refiere a la
velocidad inercial de las partículas del núcleo de-
formado. Según sabemos, las componentes v" so-
bre Ox., de la velocidad total se obtienen sumando
a los valores X, de la velocidad respecto a los ejes
terrestres las componentes de la velocidad lineal co-
rrespondiente a la velocidad de rotación ¡¡¡ de los
ejes terrestres Ox, en tomo a los inerciales:
En ellas, la derivada indica variación res-
v, =~ wÍ X, - w) X, + w, X, - w] X, + u,e
Sustituyendo estas expresiones en las ecuacio-
nés [7] de tipo Helmholtz, la primera ecuación
componente da lugar a:
d~~ [2 w, + (~ + ~ )w; +
+(~ - ~)] = [2 w, + (~ + ~) w; +a X, a x] a e
+~-~]~+ax, a X, a X,
+[2W,+(~+-;)w;+
+~-~](-Wí - W]+~)+a X, ax, a X,
+ [2W] + 2wí+
a u, a u, ] (a '+ + a u, )+----- -w w --a X, a X, e' ] a X]
que en primer orden expresamos como:
d r2w,+ (~+~) w¡'] =n (~ - ~) w{ +dI.:l a e e a
+2n~-n(~-~-ax] ax] ax, J
_ ..:0 ~_ au, ) (8)
di; t a x, a x,
b· I laci áv dv -L-I\- entreAhora len a re aClon-- = --TW V, dt ; dr
las derivadas respecto al sistema terrestre móvil
Ox, y al inercial (in), aplicada a las expresiones
anteriores nos permite escribir:
:'m [ 2 w, + ( -; + ~ ) w;] = 2 w, +
+(-; + ~) w; + w, [2 w, + 2 wí]-
- w] [ 2 w, + (~ + -; ) wí] = 2 w, +
+ ( -; + ~ )w; - wí n ( ~ + -; )
etcétera
Luego esa primera ecuación (8) da lugar a:
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2 tU,+ ( ~ + ~) w~- 2 !!... O w' -a e e ,-
a u, d ( a u, a u, )
= 2 O --¡-;;- dt a;;-- -¡;:) [9]
De forma análoga, las otras ecuaciones com-
ponentes de [7] dan lugar a:
2 wo' + ( ~ + s. ) wí + 2 !!... O w; =
e a e
a u, d ( a u, a u, )
= 2 O a;;- dt a x, - -¡;:-J
O . + 2 O . d ( a u, a u, j2 m, m;=--- ------
dt a x, a x,
Seguimos con la primera ecuación. Multiplica-
mos [9] por aSe dm e integramos para todo el vo-
lumen del núcleo. Como tratamos con cantidades
infinitesimales de primer orden, resulta indiferente
integrar sobre el núcleo perturbado instantáneo e
o sobre el volumen C, del núcleo de referencia:
~ aew'!IL dm+ ¿:~w:II1. dm-
2; ow;ffL dm=~ III { 20 ~~: -
_ ~ ( au, _ au, )}dm [10]
dt a x, a X,
Dado que el núcleo es homogéneo, resulta que
sobre su volumen C, de referencia, simétrico de re-
volución, se verifica:
~ ae ffL dm= F
¿ ; ~ffL dm = A,
2:111. dm= e,
En cuanto al segundo miembro de [IOJ, sustitu-
yendo las expresiones [5] y [6J de aau, e integran-
x,
do. se llega a (Camacho, 1983):
~~[(
~~'dm=o ,a X, ax, Jc.
~~[
(~-~dm=oa x, a X, Jc.
~[
(~_ au, 'dm=O .,ax, ~c.
De la misma forma, la integración sobre el vo-
lumen del núcleo de las expresiones:
~(~_ au, 'dm
dt ax, ~
~(au, _ au, ~dm
dt d x, ax,)
~(~-~dm
dt a X, a X, )
es nula. Así pues, el segundo miembro de [10] se
reduce a:
a e rrr a u,O"5 JJlc 2a;; dm = ..... = -
-fa e 1TO' F,J." ~ ~ (L,*r~+H* r' i.)dr
• g dr 5 ' 15
con a, radio medio del núcleo. Siendo la densidad
41TGr . .= cte. Y g = --3- para la aproximación esfé-
rica homogénea, integrando por partes resulta;
2 3F,{4[ .l--ac1TO-- - L,*r'+H* - -
S 41TG S ' 3 •-+f (L,*"+H: ~) dr J
Siendo F, = OJ, - L, + ~ w; y recor-
O(e-A) e
dando que los campos internos L,*(r), nr (r) tie-
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nen valores distintos (estáticos L, (r), H,(r) o diná-
micos + L, ( ~ ) , + H', ( : ) según reflejen losefec-
tos de las perturbaciones globales w, O (f-A)
o de las w' propias del núcleo, podemos escribir:
(, L,) Af3"-A,]' w,- O(C-A) - e w,
edonde ]', f3 - son los correspondientes valores de
a
la expresión:
según se considere como coeficiente de
, L,
w, o de w'
O(C-A) I
De forma análoga se obtiene:
~rrr 2~dm==-
5 JJJc a x,
A (, + L, ) A f3 "- .]' w, O(C-A) - r w,
Sustituyendo estas expresiones en la [10) Ysimi-
lares, deducidas de las ecuaciones de Helmholtz in-
tegrando a todo el volumen, resulta en seguida:
(, L,) f3A"-]'A, w'-O(C_A) - ,W,
Fw, + A, w;+O C, w~== -
A ( '+ L, ) f3A "-]' ,W, O(C-A) - ,W,
Al hallarse F multiplicado por infinitésimos de
primer orden, podemos sustituirlo por A, y escribir
las ecuaciones del movimiento en el núcleo, inte-
gradas a todo el volumen, en la forma compacta:
6. PARAMETROS DE INERCIA DEL
MODELO COMPLETO
Los números de Love, en general, expresan en el
modelo elástico la proporcionalidad existente (para
términos del mismo grado) entre las deformaciones
(respecto a una esfera) y los potenciales asociados a
las causas perturbadoras V" m., m; Para el actual
modelo expresamos los números de Love como
suma de los números de Love 'estáticos' k" == K, (a),
1. == L, (a), h¿ == H, (a) (a: radio medio terrestre),
que caracterizan en la superficie exterior la: defor-
mación para las causas perturbadoras globales V"
m; (estos ko, l., h¿ coinciden con los habituales nú-
meros de Love en modelos más simplificados), y,
por otra parte, las correcciones k, ...a los números
de Love y que caracterizan el efecto deforrnante en
la superficie exterior debido a la perturbación cau-
sada por la rotación infmitesimal (en la esfera equi-
valente) propia del núcleo líquido: k == k"+ ok,
(Una justificación de esta descomposición puede
verse en [Moritz, 1982]).
Los potenciales perturbadores respecto a la esfe-
ra de radio medio a (que incluye la deformación
radial correspondiente a + rO~ que actúan como
tales en la superficie, son el de marea Ve Y el de
rotación general U R' La parte 'estática' del término
de segundo grado del potencial gravitatorio adicio-
nal respecto a la esfera inicial (== V, + potencial se-
cular), para r == a, se obtendrá multiplicando estos
potenciales, en r == a, por k" la parte periódica y por
_ 3 G(C-A)
k, - ti O' la parte secular.
Consideremos ahora las deformaciones 'dinámi-
cas', debidas exclusivamente al efecto indirecto del
movimiento simple del núcleo (rotación w' global
en la esfera inicial equivalente) aislado de efectos de
Ve Yde m;. Según los desarrollos vistos en el cuarto
apartado y en primer orden, podemos considerar a
efectos formales como 'potencial' variable de 22
orden el dado por.
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.con2 I a
-"3 rOw;p,.(cos8)-"3rOC:[w;cosA.+
+ O w; sen A.) P'I (cos 8)
(llamaremos ahora a" e, a los semiejes del núcleo
de referencia, para distinguir de a: radio medio te-
rrestre). Sin embargo, este potencial sólo actúa so-
bre el núcleo. No obstante, la pequeña deformación
centrífuga que sufre el núcleo líquido ocasiona a su
vez una deformación 'por empuje' sobre la corteza
elástica. Para este tipo de fenómenos de carga po-
demos admitir también la existencia de un cierto k,
(que puede construirse sobre la esfera equivalente
inicial en analogía a los desarrollos del cuarto apar-
tado) que caracterice, sobre la superficie exterior
media r == a, la consiguiente deformación propor-
cional 'dinámica', aislada de las deformaciones con-
sideradas más arriba, creando un potencial gravita-
torio adicional (en r == a):
V,(a)!.i.==k, 32 alO~ W~P,.(cos8)+
a,
I+ k, "3 alO (w; cos A.+ O W; sen A.) P" (cos 8)
Comparando el desarrollo de Mac Cullagh del
potencial gravitatorio hasta el segundo grado con el
desarrollo armónico usual hasta el segundo grado
resulta, según sabemos, que el potencial gravitato-
rio adicional respecto a la esfera de radio a (V, + po-
tencial secular) es:
GM GM
- "J,al P,.(cos 8) + --,:;-al(J" cos x +
GM+ R"senA.) P" (cos8)+ --,:;-al(J"cos2A +
+ K"sen2A)P,,(cos8)




Igualando, en r == a, esta expresión con la del po-
tencial gravitatorio adicional total (términos estáti-
cos habituales + términos dinámicos arriba indica-
dos) causado por la deformación surgida respecto a
la configuración inicial de radio a, resulta finalmen-
te (Sevilla y Camacho, 1982, 1983) (Carnacho,
1983) en notación compacta:
e= ~ C-A u-i k. _1_ L- ~ C-A
k, O k, O' k, O





7. SISTEMA CONJUNTO DE ECUACIONES
Sustituyendo las expresiones [3] y [12] de h y e
en las ecuaciones [1], y volviendo a escribir las ecua-
ciones [11] de los parámetros w' del núcleo líquido
resulta el siguiente sistema conjunto para el movi-
miento del polo:
{
A(I+s)u-iac(!+s)Au+i{ A,-{C-A)t} O v + {A,-(C-A)!:} U==(I- ~)z.+i ~~ '
[13]





_( Jc.) 1 C-Ao.i= 1-- ----O, k, 1+.1 A
(Puede observarse la ampliación que en cuanto a
ecuaciones definitivas de rotación supone este mo-
delo frente al planteado en [Sevilla y Camacho,
1983]).
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8. CALCULO DE LAS FRECUENCIAS
LIBRES DE MOVIMIENTO DEL POLO
Las ecuaciones anteriores [13] corresponden a un
movimiento vibratorio infinitesimal para el cual
podemos admitir a priori una descomposición en
suma de términos de la forma:
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u =ae'-' v=be'·'
Si sustituimos estas expresiones y consideramos el
correspondiente sistema homogéneo (L = O) (mo-
vimiento libre del polo) podemos, eliminando el
término común ie«, obtener:
{ A (1+ s)a(o - o.) + [A,-(e-A) t] b 0+ [ A, - (e-A) ~:Job= o,
A,(l + y)ao+ A,(l + /3)bo+ e, bo=O ,
sistema lineal para el que, imponiendo que exista solución a. b no nula, obtenemos:
(o-o.)A(l+s)
Sea e -A l li . 'dad di , . del née, = .zs:--' a e puci mamica e nu-
A,
eleo. Consideraremos e, como infinitésimo de pri-
mer orden. Siendo e, = A, (1 + e.), la expresión
anterior [14] puede escribirse en la forma:
(0- O,)A[O(I + f3)+ 0]-
=(0+0)0 I+Y[A -(e-A)~]=
1+s' k,
- A (o - o.) O e,
ecuación de segundo grado en o .
Considerando un orden cero en e" /3
/3=0 :
0_ A
a,-a'A_ I+yr A,-(e-A)~]I+sl. k,
cf,=-O
Calculamos ahora las soluciones en primer orden
en la forma:
o, = 0'1 + T,e,+ 71',Y
a2 = cf,+ T,e, + 71'2/3
Supondremos que e" /3 son infinitésimos y que
las soluciones T" 71'" T" 71',son independientes entre
sí.
[A,-(e-A) Z:](o+O)




Sustituyendo en primer lugar o, en la ecua-
ción (15]:
A (- O + T2e, + 71',/3 - o.) [(1 + /3) (- O
+ T,e, + 71'2/3)+ O] _
1+Y[A,-(e-A)- ~](-O+
1+s k2
+ T,e, + 71'2/3+ 0)(- O + T2e, + 71'2/3) =
=- A (-0+ T2e, + 71'2/3- o.) e, O
Despreciando productos de infinitésimos llega-
mos a:
Suponiendo que las incógnitas T2'71',satisfacen la
ecuación anterior de forma independiente, pasamos




= 7" O A (O + o.)
: .: A(O+o.)-: !;o[A,-(e-A) t]'
7I',=-T:
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Con lo cual, la frecuencia casidiuma del movimiento del polo toma la expresión:
En cuanto a la frecuencia casichandleriana re-
sulta:
A (a, + T, e,+ 7T,/3- U,)[ (1 + /3) (a,+ T, e,+
+7T,f3)+O] _II:;[A,-(C-A)t]
(a, + T, e, + 7T,/3 + O) (a, + T, e, + 7T,f3)=-
- A (a,+ T, e,+ 7T,/3 - o.) e, O
Teniendo en cuenta que también u, es infinitési-
mo de primer orden, la expresión anterior en pri-
mer orden se reduce a:
y considerando independientes las incógnitas T"
7T" ha de ser T, = 7T,= O, con lo que definitiva-
mente:
A
al = a, = o( -------,,-------
A _ 1+ l'r A,~(C-A)~]T+7l k,
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